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ТЕКИСЛИКДА БЕРИЛГАН ЭЛЛИПСЛАР МИНКОВСКИЙ АЙИРМАСИ 

Жалолхон Нуритдинов Турсунбой ўғли 

Қўқон Университети оқитувчиси 

Аннотатсия: Ушбу мақола оптимал бошқариш масалаларини ҳал қилишда кенг 

қўлланиладиган Минковски операторларининг  бир тури Минковски айирмаси ҳақида. 

Ишда эллипслар билан чегараланган текисликнинг икки қавариқ майдонининг 

Минковский айирмасини топиш бўйича илмий тадқиқот натижалари баён этилган. 

Калит сўзлар: Минковски йиғиндиси, Минковски айирмаси, параллел кўчириш, 

эллипс, эллипс диаметриc. 

Abstract: This article is about the Minkowski difference, a type of Minkowski operator 

widely used in solving optimal control problems. The work describes the results of scientific 

research on finding the Minkowski difference of two convex areas of a plane bounded by ellipses. 

Keywords: Minkowski sum, Minkowski difference, parallel displacement, ellipse, ellipse 

diametric. 

Дифферентсиал ўйин назарияси замонавий математиканинг жадал ривожланаётган 

тармоғидир. Унинг ривожланиши, хусусан, тадқиқот масалалари ва уларни қўллаш 

соҳаларини (ҳарбий характердаги масалалардан иқтисодий, механик, биологик ва инсон 

фаолиятининг бошқа соҳаларигача) кенгайтириш билан боғлиқ. 

Дифференсиал ўйинларда таъқибни тугатиш учун олинган натижаларни, масалан, 

тугатиш вақтини интеграл тўпламларнинг кенглиги бўйича таққослаш кейинчалик амалий 

масалаларда муҳим аҳамиятга эга бўлади. Бу масалани ўрганиш, айниқса, кучсиз қавариқ 

тўпламлар назариясини ва Минковски операторининг геометрик хусусиятларини ишлаб 

чиқишни ва уни чизиқли дифферентсиал ўйинларга қўллашни талаб қилади. Шунинг учун 

Минковски операторининг геометрик хусусиятларини ўрганиш долзарблигича қолмоқда. 

Минковский операторлари биринчи марта дифференсиал ўйинларни ўрганиш учун Л.С. 

Понтрягин [1],[2]. Шунингдек, Минковский операторининг дифференсиал ўйинларга 

қўлланилиши Н.Ю.Сатимов, Г.E.Иванов, Б.Н.Пшеничнийлар томонидан ўрганилган. 

X Y  Минковский айирмасининг геометрик маъноси Y  тўпламни X  тўпламдан 

чиқмасдан параллел равишда силжитиш мумкин. Қуйида текисликда берилган 

эллипсларнинг Минковски фарқини топиш учун баъзи натижалар келтирилган. 
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Текисликда иккита AE ва BE  эллипслар билан чегараланган топламлар берилган 

бўлсин.  Айтайлик ( )1 2

1 1 1,AF   , ( )1 2

2 2 2,AF    нуқталар AE  эллипснинг, ( )1 2

1 1 1,BF   , ( )1 2

1 2 2,BF    

нуқталар эса BE  эллипснинг фокуслари бўлсин. 2 Aa  ва 2 Ba  сонлар мос равишда AE ва BE  

эллипсларнинг катта ўқлари узунликлари бўлиб 

,A Ba a                                                         (1) 

( ) ( )
2 22 2

1 2 1 24 4 ,A A A B B Ba F F a F F−  −                                 (2)      

муносабатлар ўринли бўлсагина A BE E  айирма ҳақида гапириш мумкин. Бу дегани A BE E   

айирма бўш бўлмаслигининг зарурий шарти: AE  эллипснинг ўқлари узунлиги, BE  

эллипснинг ўқлари узунлигидан кичик бўлмаслиги лозим. Лекин (1) ва (2) шартлар 

бажарилиши A BE E  айирма бўш бўлмаслиги учун етарли эмас. Қуйида (1) ва (2) шартлар 

бажарилган тақдирда A BE E  тўпламнинг бўш бўлмаслиги учун етарли шартларни баён 

қиламиз. 

Текисликда эллипсни аниқлаш бир қийматли бўлиши учун унинг фокусларининг 

координаталарини ва катта ўқини узунлигини бериш кифоя. AE  эллипснинг маркази  
1 1 2 2

1 2 1 2,
2 2

AO
    + +
 
 

нуқта, худди шу каби 
1 1 2 2

1 2 1 2,
2 2

BO
    + +

 
 

 нуқта BE   эллипснинг 

маркази бўлади.  

 ( )1,0i  вектор билан ( )1 1 2 2

1 2 2 1 2 1,A AF F    − −  вектор орасидаги бурчак косинуси ва 

синуси  

( ) ( )

1 1

2 1

2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

cos
 



   

−
=

− + −

,

( ) ( )

2 2

2 1

2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

sin
 



   

−
=

− + −

,                 (3) 

формулалар орқали топилади. У ҳолда фокуслари ( )1 2

1 1 1,AF   , ( )1 2

2 2 2,AF    нуқталарда бўлган 

ва катта ўқи узунлиги 2 Aa  га тенг AE  эллипснинг тенгламаси 

( )( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

2 cos sin 2 sin cos
1

4 4A A

x y x y

a a

       

   

+ − − − + − −
+ =

− − − −
                 (4) 

кўринишда бўлади. 
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 Худди шу каби фокуслари ( )1 2

1 1 1,BF   , ( )1 2

1 2 2,BF    нуқталарда бўлган ва катта ўқи 

узунлиги 2 Ba  га тенг BE  эллипснинг тенгламаси      

( )( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

2 cos sin 2 sin cos
1

4 4B B

x y x y

a a

       

   

+ − − − + − −
+ =

− − − −
                 (5) 

кўринишда бўлади.Бу ерда  бурчак ( )1,0i  вектор билан ( )1 1 2 2

1 2 2 1 2 1,B BF F    − −  вектор 

орасидаги бурчак бўлиб, бу бурчакнинг косинус ва синуси 

( ) ( )

1 1

2 1

2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

cos
 



   

−
=

− + −

,

( ) ( )

2 2

2 1

2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

sin ,
 



   

−
=

− + −
                  

(6) 

каби топилади.  

 A BE E  тўплам бўш бўлмаслиги учун BE  тўпламни параллел кўчириш ёрдамида AE  

тўпламнинг ичига жойлаштириш мумкин бўлиши лозим. Шунинг учун, BE  тўпламни  B AO O  

вектор бўйлаб параллел кўчирамиз. Натижада хосил бўлган BE эллипс тенгламаси    

( )( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

2 cos sin 2 sin cos
1

4 4B B

x y x y

a a

       

   

+ − − − + − −
+ =

− − − −
                (7) 

кўринишда бўлиб қолади.  

 Теорема 1. Евклид текислигида фокуслари ва катта ўқи орқали берилган иккита AE  

ва BE эллипслар A BE E Минковский айирмаси бўш бўлишлиги 

( )( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

2 1 2 1

2 cos sin 2 sin cos
1;

4 4

2 cos sin 2 sin cos
1;

4 4

B B

A A

x y x y

a a

x y x y

a a

       

   

       

   

 + − − − + − −
 + =
 − − − −

 + − − − + − −

+ =
 − − − −


                (8) 

система 4 та ҳақиқий ечимга ега бўлиши зарур ва етарли. Қолган ҳолларда A BE E  

Минковский айирмаси бўш бўлмайди. Бу ерда A Ba a . 
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 Исбот. Бу теоремани исбот қилишда биз (8) системани тахлил қилишимиз керак. (8) 

системани соддароқ ёзиш учун баъзи белгилашларни киритамиз:  

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 2 2

2 1 2 12 4 ,A Ab a    = − − − −                                              (9) 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 2 2

2 1 2 12 4 ,B Bb a    = − − − −                                            (10) 

(9) ва (10) ифодалар мос равишда AE  ва BE  эллипсларнинг кичик ўқлари узунликларидир. 

Бу белгилашлардан кейин (8) системани  

                      

( )( )

( )

( )( )

( )

( )( )

( )

( )( )

( )

2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

2 2

2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

2 2

2 cos sin 2 sin cos
1;

4 4

2 cos sin 2 sin cos
1;

4 4

B B

A A

x y x y

a b

x y x y

a b

       

       

 + − − − + − −
 + =



 + − − − + − −

+ =



  (11) 

кўринишда ёзиб оламиз. A BE E  айирмани ҳисоблашда BE  тўпламни  B AO O  вектор бўйлаб 

параллел кўчирамиз натижада маркази AO  нуқтада бўлган BE  эллипсга ўхшаш BE эллипс 

ҳосил бўлади. Бунда қуйидаги ҳоллар бўлиши мумкин: 

1) Биринчи ҳолда 1 2

A AF F  ва 1 2

B BF F  векторлар ўзаро параллел бўлади. BE  тўпламни  

B AO O  вектор бўйлаб параллел кўчирганимизда BE ва AE  эллипсларнинг мос ўқлари устма-

уст тушади ва  = бажарилади. Бундай ҳолатда (11) система чекзиз кўп ҳақиқий ечимга, 

фақат 2 та ечимга эга бўлиши ёки умуман ечимга эга бўлмаслиги мумкин. Агар A Ba a=  

бўлиб, 1 2 1 2

A A B BF F F F=  тенглик ўринли бўлса, у ҳолда (11) системанинг иккала тенгламаси 

ҳам бир хил бўлиб қолади. Бу дегани система чексиз кўп ечимга эга, яъни BE ва AE   

эллипслар устма-уст тушиб қолади. Бу эса A BE E    эканлигини англатади.  

Агар A Ba a=  бўлиб, 1 2 1 2

A A B BF F F F  муносабат бажарилса, (11) системанинг биринчи 

тенгламасидан иккинчи тенгламасини айириб қуйидагича соддалаштирамиз: 

 

    
( )( )

( )

( )( )

( )

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

2 2

2 sin cos 2 sin cos
0.

4 4B B

x y x y

b b

       − + − − − + − −
− =       (12) 
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Бунда биринчи ва иккинчи тенгламаларнинг биринчи ҳадлари бир хил бўлиб 

қолганлиги учун қисқариб кетди.  = бўлгани учун (12) тенгламани 

( )( )
( ) ( )

2
2 2

1 2 2 2

1 1
2 sin cos 0,

4 4B A
x y

b b
   

 
 − + − − − =
 
 

                         (13) 

кўринишда ёза оламиз. 1 2 1 2

A A B BF F F F  бўлганлиги учун (13) тенгламанинг иккинчи 

кўпайтувчиси нўлдан фарқли бўлади, шу боисдан (13) тенглама 

2 2

1 2sin cos ,
2

x y
 

 
+

− + =                                                (14) 

тенглама билан тенг кучли.(14) ифодани (11) системага қўйиб    

 

1 1

1 2

1 1

1 2

cos sin ,
2

cos sin
2

B

B

x y a

x y a

 
 

 
 

+
+ = +

+
+ = − +

                                          (15) 

тенгламалани ҳосил қиламиз. Демак, (11) системанинг ечимларини топиш масаласи  

 

2 2

1 2

1 1

1 2

sin cos ;
2

cos sin ;
2

B

x y

x y a

 
 

 
 

 +
− + =


+ + = +


                                           (16) 

 

2 2

1 2

1 1

1 2

sin cos ;
2

cos sin ;
2

B

x y

x y a

 
 

 
 

 +
− + =


+ + = − +


                                        (17)   

 

системаларни ечишга келиб қолади.  (16) ва (17) системалар икки ноъмалумли биринчи 

даражали тенгламалар системаси ва унинг асосий детерминанти  

2 2
sin cos

sin cos 1 0
cos sin

D
 

 
 

−
= = − − = −                              (18) 
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бўлганлиги учун ҳар бир система биттадан ечимга эга. Бундан эса (11) система иккита 

ечимга эга эканлиги келиб чиқади. Демак, BE ва AE  эллипсларнинг иккита умумий нуқтаси 

бор экан. 1 2 1 2

A A B BF F F F ва A Ba a=  бўлганлиги сабабли бу эллипсларнинг умумий нуқтаси 

катта ўқларидаги учлари бўлади. 1 2 1 2

A A B BF F F F  бўлгани учун эса BE  эллипс, AE  

эллипснинг ичида жойлашиб қолади(1-расм). Бу A BE E    эканлигини англатади. 

 
1-расм  

     

Агар A Ba a=  бўлиб, 1 2 1 2

A A B BF F F F  муносабат бажарилса, (2) муносабат бажарилмай 

қолади ва A BE E  айирма бўш тўпламдан иборат бўлади. 

Агар A Ba a бўлиб, ( ) ( )
2 22 2

1 2 1 2

A A A B B Ba F F a F F− = −  муносабат бажарилса, (11) 

системадаги  ҳар иккала тенгламаларнинг иккинчи қўшилувчилари бир ҳил бўлиб қолади 

ва 

( )( )

( )

( )( )

( )

2 2
1 1 1 1

1 2 1 2

2 2

2 cos sin 2 cos sin
0,

4 4B A

x y x y

a a

       + − − + − −
− =                  (19) 

тенглик ўринли бўлади. A Ba a  бўлгани учун (19) тенглама  

1 1

1 2cos sin ,
2

x y
 

 
−

+ =                                                   (20)    
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тенгламага тенг кучли. (20) тенгликни (11) системага қўйиб  

    

2 2

1 2

1 1

1 2

sin cos ;
2

cos sin ;
2

Bx y b

x y

 
 

 
 

 +
− + = +


− + =


                                             (21) 

2 2

1 2

1 1

1 2

sin cos ;
2

cos sin ;
2

Bx y b

x y

 
 

 
 

 +
− + = − +


− + =


                                           (22)  

систесаларни ҳосил қиламиз. Демак, бу вазиятда (11) системани ечиш (22) ва 

(21)системаларни ечишга келиб қолар экан. Бу системалар учун ҳам (18) муносабат ўринли 

бўлгани учун, улар ягона ечимга эга ва шунинг учун (11) система иккита ечимга эга. Бу ҳол 

учун эллипсларнинг жойлашуви 2-расмдагидек бўлиб, уларнинг умумий нуқтаси кичик 

ўқлари учларидан иборат бўлади; 

 

2-расм 

2) Бу ҳолда 1 2

A AF F  ва 1 2

B BF F  векторлар ўзаро параллел бўлмайди. BE  тўпламни  B AO O  

вектор бўйлаб параллел кўчирганимизда BE ва AE  эллипсларнинг мос ўқлари устма-уст 

тушмайди ва   бўлади. Бу ҳолда (11) система ёки  2 та турли ҳақиқий илдизга, ёки 4 та 

турли  ҳақиқий илдизга эга бўлади, ёки умуман илдизга эга бўлмайди. Бу вазиятда (11) 

система чексиз кўп илдизга эга бўлиши мумкин эмас. 
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(11) система тўртта ҳақиқий ечимга эга бўлди дегани BE ва AE  эллипслар тўртта 

нуқтада кесишишини билдиради. Бунда эллипсларнинг вазияти 3-расмдаги каби бўлади ва 
A BE E  айирма бўш тўпламдан иборат бўлишини кўриш мумкин. 

 

3-расм 

(11) система иккита турли ҳақиқий ечимга эга бўлди дегани BE ва AE  эллипслар икки 

нуқтада уринишини билдиради. Бунда (1) ва (2) шартлар ўринли бўлгани учун 

эллипсларнинг вазияти  4-расмдаги каби бўлади ва A BE E  айирма бўш бўлмайди. 

 
4-расм 
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(11) система ечимга эга бўлмади дегани BE ва AE  эллипсларнинг  умумий нуқтаси 

мавжуд эмаслигини билдиради. Бунда (1) ва (2) шартлар ўринли бўлгани учун 

эллипсларнинг вазияти  5-расмдаги каби бўлади ва A BE E  айирма бўш бўлмайди. Теорема 

тўлиқ исботланди. 

 
5-расм 

 

(1) ,(2) шартлар ва юқоридаги теорема текислиеда фокуслари ва катта ўқи орқали 

берилган эллипсларнинг Минковский айирмаси бўш ёки бўш эмаслигини аниқлай олади, 

лекин айирма натижасида ҳосил бўлган тўпламни топиш имконини бермайди.  
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